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1) Définitions et Domaine de définitions

1°) Définitions

Définition : Une fonction est une relation qui aun nombre x
appartenant a un ensemble D associe un nombre y

f
Onnote : X +—> youencore f:x+> youencorey=f(x)

On dit que y est I'image de x par la fonction f et que x est un
antécédent de y par la fonction f

2)Exemples :
Exemple 1: Soit Les fonctions numériques suivants :
3¢ +2x2 -1
f(x)=x*+2x-5 g(x)="—"—
() 900 =""1 7,
he) =271 )= Jx 5 R(x) = SINXZCOSX
ox—4 tan x

f S’appelle une fonction polynéme
g S’appelle une fonction rationnelle
h S’appelle une fonction rationnelle et s’appelle aussi une

fonction homographique :Une fonctions homographique s’écrit

sous la forme : h(x) = ax+b
cx+d

| S’appelle la fonction racine carré
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R S’appelle la fonction circulaire ou fonction trigopnométrique
Exemple 2:Soit la fonction f définie par , f (X) =3x" -1

1)Calculer I’image de 1 et\/E et =1 parf.
2)Déterminer les antécédents éventuels de 2 par f,

Réponses : 1) f (1)=3x1"-1=3-1=2 et
f(ﬁ):sx(ﬁ)2-1:6—1:4
f(-1)=3x(-1)' ~1=3-1=2

2) f(X)=2 ssi 3xx’-1=2

ssi 3xX°=2+1ssi 3xx*=3ssi x° =1

ssi X=—lou X=1

donc les antécédents éventuels de 2 par fsont —1 et 1
3°) Domaine de définitions

ACTIVITES :
1
X =
Parmi les valeurs suivantes, laquelle/lesquelles n’a/ont pas

2. On considére la fonction définie par :

d’imageparf? 0;2;-3;3.
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g x?—4=0SSI x2—-22=0 SSi (x=2)(x+2)=0
b. On considére la fonction définie par : x =2 /x -3 sSi x_2-0 OU x+2=0 SSi x=2 OU x=—2
Earmi les valeurs suivantes, laquelle/lesquelles n’a/ont pag donc D =R—{—2; 2}
d’imageparg? 0;2;-3; 4. f —
h 4) f(x)=—"=. D, ={xeR/x*-2x#0
c. On considére la fonction définie par : x > L (x) x° —2x f { }
N7 —X X -2x=0 85I x(x-2)=0 SSi x=0 OU x*-2=0 ssi
Parmi les valeurs suivantes, laquelle/lesquelles n’a/ont pas . .
d’imageparh? 5;-6;9;7. x=0 OU x'=2 SSi x=0 OU x=+2 0U x=—/2
Définition : Pour une fonction f donnée, I’ensemble de tous leddONC Dy :R—{—\E?O?\E}
nombres réels qui ont une image par cette fonction est appeld 5) f(x)= J3x+6.
ensemble de définition de la fonction f, que I’on notera D ¢ les foncti ) o I L definiti
Exemple : Déterminer I’ensemble de définition des fonctions Pouf es fonctions du type racine carrée, ,.e ns,e.mb ¢ de de !nltlon
: A . est ’ensemble des nombres pour lesquels I’intérieur de la racine est
suivantes définie par :
3 positif: D, ={xeR/-3x+6>0}
j— 2_ —
D) =3x—x+1. 2 10 2X—4 3 —3x+6>0 SSi x<2Si x< O ssi —3x>-6
2x* - . B
00 =— 9 F(x)=5 Donc D, = ]-»;2]
- x> —2X
X—-5 2
_ 6) f(x)=————. D, ={xeR/2Xx"-5x-3#0
Xs_gx_ 2x*-5x-3=0 a=2 eth=-5 et c=-3
2 —oX+
N fx)=VE-Br2. ) ()= = A=b?—4ac=(-5)’ —4x2x(-3)=25+24=49=(7) >0
X=5 - —b-+/A
9 f(x)=— . 10 f(x)=|2 ) = DEVA e VA
J-2x2+x+3 x“+1 2a 2a
~(-5)+v49 745 12 (5)-V49 5-7 2 1
X —\, :—:—:—:3 et X, = -_——— =
11) f(x):g- 12) f(x)= )2”12- 2x2 4 4 P2x2 4 4 2
- 1
Donc D. =R— _;3}
13) f(x)=v-2x"+x+3. 14) f(x):'x2 51|. ! { 2
X* +
7) f(x)=v2x*-3x+1.
15) f(x)_ﬂ 16) f(x)= X-2 2 . L
T T ox+4 D, :{XGR/ZX —-3x+12> 0} soit A son discriminant
X 2
17) f(x)=3X2_1+ﬁ_ 18) f(x):#_Azbz—%C:(—S) —-4x2x1=9-8=1>0 a=2
X X—4|—|X—
| -x- —(3)+1 4 ot —(-3)-v1 2 1
2sin x o +2x+13 [N T o gt N=—o =0
19) f(X)=————. 20) f(x)=\|—F——-
2cosx—1 X*—x—-6 e | s 1/2 1 oo
21) f(x =\/x2+ 232 )x—26 .
) F(x) (‘/_*/_) V6 P(x) + 0 - 0 +
Solutions
1) f(x)=3x*—x+1 f estunefonction polyndme donc  |Donc D, :}—oo,l}u[l, oo
Un réel a toujours une image. Donc D, =R 2
X3 B) f(x)= ’_9X+3- D, Z{XER/_9X+3ZOG1ZX+1¢O}
2) f(x)= 5 Pour les fonctions du type fractions x+1 x+1
X— _ . 1 . _
rationnelles, I’ensemble de définition est I’ensemble des nombres —9x+3=0 sl X=3 ¥ —:==3
pour lesquels le deénominateur est non nul. x+1=0 SSI x=-1
D, ={xeR/2x—-4=0} T
4 xT — o0 —1 3 ‘oo
2X—4=0 ssi XZEZZ Donc D; =R —{2} —ox+3| + P S
On dira aussi que 2est une valeur interdite pour la fonction f x+1 — + +
2x4 —9a+3 _ N _
3 t=2X s :
) F0=
D, ={xeR/x*—4=0}
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Donc D, =}_1,1}
3

X+1
\/—2x2+x+3'
D, :{XER/—2x2+x+3>0}
-2x*+x+3=0 a=-2 eth=1¢et c=3
A=b?—4ac=(1)" ~4x(-2)x3=1+24=25=(5)" >0
Donc on a deux racines

9 f(x)=

_ 145 4 g et g o270 6.3

S 2x(-2) -4 * 2x(-2) -4 2
T —00 -1 3/2 400

-2z +2+3 - [> + ¢ -

Donc D, :{_1%}

x5
=1
x*+1=0ssi x*=-1
Cette équation n’admet pas de solution dans R
Donc D; =R

X

X
f(x)eRssi [ eR et x#0
Or on sait que |x| >0 pour tout xe R
Donc f (x)eR ssi x#0 DoncD; =R—{0} =R"

10) f(x) D, ={xeR/x* +1%0}

16) f(x):“xx_*f. D, ={xeR/x+22>Oetx—150}

D, ={xeR/x>—2etx =1}
D, =[-21[ UL+

17) f(x) =3x? —%+\/3

D; ={xeR/—x>0etx =0}
D; ={xeR/x<0etx=0} donc:D, = ]-o,0[

X

D, ={xeR/[2x—4|—|x—1]+0}
2x—4|—|x-1=0 ssi [2x—4|=|x-1
ssi 2x—4=x-1ou 2x—4=—(x-1)

ssi 2X—X=4—-1ou 2x—4=—x+1
ssi X=3ou 2X+Xx=4+1

ssi X=3o0u 3x=5 ssi x=3ou ng

Donc D, =R—{2;3}
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2sin x

19 10 = osx—1"

D, ={xeR/2cosx—1+0}

2cosXx—1=0 ssi cosx =%

cosx:1 Ssi cosx=cos(”j
2 3
x =2 4+ 2k ou x=—%+2k7r oukeZ

Donc: D, :R—{—%+2kn;%+2kz/k eZ}

/—2x2+2x+13

—2x*+2x+13

2

D, ={XER/
X°—X—6

ZOetxz—x—G;«éO}

L On détermine les racines du trindme —2x% + 2x +13:
Le discriminant est A' = 22 — 4 x (-2) x 13 = 108 et ses

racines sont :
_—2-108 1+3\3 ot x _ —2+4/108 1-3\3
“TT(2) T 2 Po2x(-2) 2

L On détermine les racines du trindme X*> —X—6:

Le discriminant est A = (-1) 2 — 4 x (-6) x 1 =25 et ses
racines sont :

. (DB 15 X, = (DB 145,
2x1 2 2x1 2
- On obtient le tableau de signe :
Ll 1-33 ) , 1+33
1 2
a3 - + + t 0 -
¥ -x-6 t t - Q0 + +
24 413
S - + - + _
X -x-b
D, :{#;_z{u}a“;‘@]

21) 1 (x)= [ +(243-2) x-2\6

D, :{XER/X2+(2\/§—\/§)X—2\/620}
A=b?—4ac = (243 ++2) ~4x1x2/6
A=12-4J6+2+8V6 =14+46
14+4J6=14+2X2J§XJ§=(2J§)2+2X2J§XJ§+(J§)2
14+446 = (243 +2)

Ona A=14+4+/6 >0 donc

x1=_2‘/§+\/§+m:_2‘/§+‘/§+‘2\/§+\/§‘

2x1 2x1

http:// xriadiat.e-monsite.com 3




~ —2\/§+«/§—‘2«/§+«/§‘

et X,
2x1
X1=—2\/§+\/§+2\/§+«/§=2\/§=\/§ et
2x1 2
X2=—2J§+J§—2J§—\/§=—4J§=_N§
2x1 2
X — _)_\E J:- 00
v+ 232 )26 + 0o - 0 +

Onadone: D, = [-o0;-243 |U| v2;+0]

I1) Egalité de deux fonctions — Représentations
graphique

1)Egalité de deux fonctions

Définition : Soient f et g deux fonctions, et D, et D,
leurs domaines de définition respectifs

on dit que f et g sont égaux et on écrit f=g.
si et seulement si :

D;=D, et pourtout xe D, (ou xe D) on af(x)=g(x)
Exemple 1 : Soient les deux fonctions :

3x*+1 1+3x%°
f X)=— et =
(9= et g2

-ona f(x)eR ssi \/X_ZGR et x=0
or on sait que x* >0 donc \/X_ZER pour tout X e R
alors f(x)eR ssi x=0 donc D; =R’
-ona g(x)eR ssi |x|#0 ssi x=#0
donc D, =R’
alorsD; =D, =R
on sait que \/x_zz\x\ et 3x?+1=1+3x* donc f(x)=g(x)
donc finalement on a trouvé que : D; =D, =R" et

f(x)=g(x) donc : f=g.
Exemple 2 : Soient les deux fonctions :

h(x) X2 — X

- onah(x)eR ssi x=0 donc D, =R”

et t(x)=x-1

ona t(x) estun polynéme donc D, =R

alorsD, # D, donc: h=t

2) Représentations graphique

Dans ce paragraphe le plan est rapporté a un repére (O,f, ])
Définition : Soit f une fonction , et D; son domaine de
définition

I’ensemble des points M (x, f (x) ) forme la courbe
représentative de la fonction f, souvent notée C, .

C, ={M(x,f(x))/xa Df}
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Méthode :

Pour tracer la courbe représentative de la fonction On
calcule des images en nombre suffisant, et on présente les
résultats dans un tableau de valeurs.

Exemple 1 : Tracer la représentation graphique de la
1

fonction f tg:f (x)=— 1
X%+

Sur | un l’intervalle | =[—2;3]

Réponses :
x -2 | -1 0 1 2 3
fx 0,2 0,5 1 05 0,2 0.1
2 A
¥

PN

Exemple 2 : la courbe représentative d’une fonction
affine f ( f(x)=ax+b avec acR et beR) est une

vl

droite d’équation y=ax+b
Exemple 3 : Soie f une fonction tq : f (x)=|2x+3]

ona f(x)eR donc D; =R

T _73 —+00
2x43 — [lJ +
2z+3|| —22—3| 22+3

2X+3=0 ssi xz?

Donc f (x)=2x+3 si Xe{—%,+oo[

f(x)=-2x-3si }wﬂ
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Exemple 4: Soie f une fonctiontq : f (x) =\x—2\ +\x+2\ Réponses : 1) Image de -5 est 0 (ordonnée du point

d’abscisse -5) Image de -3 est 4
- ona f(x)eRdonc D; =R Image de 0 est -2 Image de 6 est -2
X+2=0 ssi x=-2 2) Antécédents de -1sont:-55 -1,75 05 et 5
X—2=0 ssi x=2

AntécédentsdeOsont: -5 -2 1

et 4
3) La solution est I’ensemble des antécédents de O :
S ={-5,-2;1,4}
T —00 -2 2 +00
5 " #)Nombre de solutions de  f (x)=m C’est le nombre de
2—2] 12 12 -9 points d’intersgction de courbe avec une la droite parall¢le a
- I’axes des abscisses et d’ordonnées m.
a+2 T + Si m<—4: pas de solution
|z+2)| —z—2 r+2 42 Si m=—-4: une solution
lz—2|+|z+2| _ 9 4 o Si: —4 <m < -3 deux solutions
Si -3<m=<-2: trois solutions
Donc f(x)=-2x si xe]-0,—2] et f(x)=4si S! —2<m=<2: quatre solutions
_ Si m=2: trois solutions
xe[-2,2] et f(x)=2xsi xe[2,+o0] Si: 2<m<4 deux solutions

Sim=4: une solution
Si m>4: pas de solution

5) f(x)~< 0Cela correspond aux valeurs de x pour lesquelles

C, est au-dessous de I’axe des abscisses.

S=[-6;7|u]-2ul47]

6) f(X)> 2 Cela correspond aux valeurs de x pour
lesquelles C; est au-dessus de la droite d’équation y =2

| donc S =[—4;2.5|u{2}

* *  |Il) Fonctions paires et Fonctions impaires
1. Définitions :

a. Ensemble de définition centré

Exemple 5 : La courbe ci-dessous représente la fonction f

Soit f une fonction. Soit D, son ensemble de définition.
définie sur [6,7] On dit que D, est un ensemble de définition centré si et et
(nge I_une f‘g‘Ft'O”d oot . seulement si :Pour tout réel x, si X e Df, alors -X € Df.

uestions : Répondre par lecture graphique : : )
1- Quelles sont les images des réels -5, -3, 0 et 6 ? b. Fonction paire
2-

Quels sont les antécédents de -1 et 0 2 On dit qu’une fonction f est paire si et seulement si :
3- Résoudre graphiquement f (x) 0o 1. Son ensemble de définition est centré
B 2. Pour tout réel x de Df, ona : f(-x) = f(x)
Quel est, en fonction de m, le nombre de solutions de
f(x)=m
5- Reésoudre graphiquement f (x)~<0

Mo @) — L@
6- Résoudre graphiquement f (x)>2

- —— M (2] (%))
| |

------- - =
i

|
)
T

, y=m Remarques :
' = - Si n est un entier pair, positif ou négatif, la fonction définie
\\\ par f(x)=kx" est paire.

(C’est d’ailleurs de cet exemple que vient la dénomination de
, I \ fonction paire)

"/ _ - la fonction X > |X| est une fonction paire,
\ . - la fonction X > cos(Xx) est une fonction paire,
\ :_-" N

- I’opposée d’une fonction paire est une fonction paire,
¥ - I’inverse d’une fonction paire est une fonction paire,
- la somme de deux fonctions paires est une fonction paire,
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- le produit de 2 fonctions paires ou de 2 fonctions impaires
est une fonction paire.

c. Fonction impaire

On dit qu’une fonction f est impaire si et seulement si :
1. Son ensemble de définition est centré,

2. Pour tout réel x de Df, on a : f(-x) = -f(x)
Remarques :

- si n est un entier impair, positif ou négatif, la fonction
X > kx" est impaire,

- la fonction X > sin(x) est impaire,

- la fonction x—tanx est impaire,

- I’opposée d’une fonction impaire est une fonction impaire,
- ’inverse d’une fonction impaire est une fonction impaire,

- la somme de deux fonctions impaires est une fonction
impaire,

- le produit d’une fonction paire et d’une fonction impaire est
une fonction impaire.

Exemples : 1) Soit f une fonctiontq : f (x)=3x"-5

f est une fonction polyndme donc Un réel a toujours une image.
Donc D, =R

- Pour tout réel x, si xeR,alors —xeR
f (—x) 3(—x)2—5:3x2—5

) f(—x)=f(x)

Donc f est une fonction paire,

2) Soit g une fonctiontq : g(x)=

> | W

ona g(x)eR ssi  x=0
donc D, =R’

- Pour tout réel x, si xeR", alors —xeR"

Donc h est une fonction ni paire ni impaire,

2. le graphe et la parité de la fonction

- la courbe représentative d’une fonction paire est symétrique
par a ’axe des ordonnées.

AN A .

maths + inter

- la courbe représentative d’une fonction impaire est
symétrique par rapport a 1’origine.

4

fig 03 _ (Cy)
f(x) '
2 2 4
ia
maths — inter
 f(—=)

Application :
Etudier la parité des fonctions suivantes définie par

2
_3__3 1) f(x)=2 Ly =l
_ g(—X)——X——; X
X 2x°
g(—x)=—-g(x) 3) f(x):l—|14) f(x)=1-%* 5) f(x)=— 3
Donc g est une fonction impaire, X - 5 X+
X
3) Soit h une fonction tq : h(x)=2x*+x’ 6) f(x)=|x-v2x*+4. 7) f(x)zj'
h est une fonction polynéme donc Un réel a toujours une image. | Solutions
Donc D, =R X — :
) _ 1) f(x)= ona f(x)eR ssi x#0
- Pourtoutréel x, si xeR,alors —xeR X
donc D; =R’
3 2 3 2
h(=x)=2(-x)"+(-x)" =-2x"+x - | Pourtoutréel x, si xe R*,alors —xeR"
h(—x):—(2x3—x2)¢—h(x) (—x)2—1 x> -1
Lo f(=x)= =-
Donc h est une fonction ni paire ni impaire, - — X

-2
onat(x)eR ssi x—2#0 ssi x#2

Donc D, =R—{2}

ona -2 e D, mais —(-2)=2¢ D,

. _ X
4) Soit t une fonction tg : t(X) =
X

f(—x)=—f(x)

Donc f est une fonction impaire,
1 i

2) f(x)=x"+= ona f(x)eRssi x=0
X

donc D, =R’

Donc D, n’est pas symétrique par rapporta O

Prof/ATMANI NAJIB

- Pour tout réel x, si xeR", alors —xeR"
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—X X X

f(—x)=—f(x)

Donc f est une fonction ni paire ni impaire,

f(—x):(—x)2+i= 2—3:(—x2+lj

3) f(x):% ona f(x)eR ssi x*-1#0
x*—1=0 ssi x*=1ssi x=10u x=-1
donc D; =R—{-11}
- Pour tout réel x, si XGR—{—l;l},alors
—xeR—-{-1,1}

—X
] f(-x)= (—|x)2|—1: 71

f(—x)=f(x)

Donc f est une fonction paire
4) f(x)=v1-x*.
D, ={xeR/1-x* >0}

1-x>=0ssi x*=1ssi x=10u x=-1

T |00 —1 1 +o0

g

Donc D, =[-11]

- Pour tout réel x, si x e[—l,l], alors —XE[—].,].]

f(=x) = 1= (=x)’ =1=x*
f(—x)="f(x)

Donc f est une fonction paire
2x°
X* +5

D, :{XGRlx2+5¢O}
x> +5=0 ssi x> =-5 pas de solutions
Donc D, =R

5) f(x)=

- Pour tout réel x, si xe R, alors —xeR
2(—X)3 2

(_x)2+5 x> +5
f(—x)=—f(x)

Donc f est une fonction impaire

6) f(x):\x\—m.

D, ={xeR/2x’+4>0}

Or on sait que 2x* >0 Pour tout réel x, donc
2x°+4>0+4 donc 2x°+4>4>0
Donc D, =R

f(=x) =

- Pour tout réel x, si xeRR, alors —xeR
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f(—x) :|—x|—,/2(—x)2 +4 =|x|—-/2x* +4

f(—x)=f(x)

Donc f est une fonction paire
6) f(x):\/f. D, ={xeR/x>0} Donc

D, =R" :[O; +oo[

Ona 2eR"mais —2¢ R" Donc f est une fonction ni
paire ni impaire

IV) Les variations d’une fonction numérique

1) Sens de variation d’une fonction :fonction
croissante -décroissante -fonction constantes
Définition : Soit f une fonction et D; son domaine de

définition et soit | un intervalle inclus dans D

- Dire f que est strictement croissante sur | ( croissante
sur | ) signifie que :

Six el etx,el tgx <X, alors f(x)=<f(x,)
(f (x)<f (Xz))

Rq : Une fonction croissante « conserve | ‘ordre ».

- Dire f que est strictement décroissante sur | (
décroissante sur | ) signifie que :

Six el etx,el tgx <X, alors f(x)>f(x,)
(f(x)=f(x))

Rq : Une fonction décroissante « inverse | ‘ordre ».

- Dire f que est constante sur | signifie que :

Six el etx,el tgx <x, alors f(x)="f(x,)
- Une fonction définie sur un intervalle | est monotone

sur cet intervalle si elle est : soit croissante sur | soit
décroissante sur |

Tllustration graphique :

Fonction croissante sur [g,}], mais Fonction strictement croissante

1non strictement croissante sur [g,5]

Exemples : 1) Soit f une fonctiontq: f (x)=7x-5
f est une fonction polynéme donc D, =R

Soit X, e R et X, eR tq X, <X,

Donc 7X, < 7X, car 7>0

Donc 7X —5<7X,—-5
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Alors f(x)=< f(X,) d’ouf que est strictement croissante
sur R

2) Soit g une fonctiontq: g (x)= i
g(x)eR ssi x=0

Donc D, =R—-{0} =R"

a)Soit X, €[0;+o0[ et X, €[0;+00[ tq X <X,

1 1 2 2
Donc —>— Donc —>—car 2>0
X2 Xl XZ
Alors f(x)> f(X,) d’ouf que est strictement
décroissante sur [0;+o0[
b)Soit X, € ]-o0;0] et X, € ]-0;0] tq X, < X,
1 2
Donc —>— Donc —>—car 2>0
X2 Xl X2
Alors f(x)> f(X,) d’ouf que est strictement

décroissante sur |—o0; 0]
b) tableau de variation :

T | —o0 0 +00
f(z) \ \
3)
i
», T 5
Y
™,
\\
\ T %f’\
L I;"'-d- 1 0:5 1 \\\1 L S
1 1 1 W1 -
_5 _2 D 2 I'||5
|
i _2 |
X -5 -2 2 3
_ 5 2
fi) \05 )

Propriété : Soit f une fonction numérique définie sur un
intervalle |
On dit que f est strictement constante sur | ssi il existe un

réel k tg: f(x)=k

pour tout X € |

2) Le taux d’accroissement d’une fonction
a)Définition : Soit f une fonction et D; son domaine de
définition

Etsoient X, € D; et X, € D, tq X, #X,

On appelle Le taux d’accroissement (taux de variation) de la
fonction f entre X, et X,

Prof/ATMANI NAJIB

f(x)-f(x)
X=X
Exemple : Soit f une fonctiontq : f (X)=3x"+2

Le réel noté T (X;;X,) esttq: T (X;X,)

f est une fonction polynéme donc D, =R

soient X, € R et X, e R tq X # X,
)= () (967 +2)-(917+2)

(Xl X2 X=X X =X,
L ax2-3x242-2 3(X-%%)
T(xl,xz): o x = " x
2 2
3(x —X +X
7 (i) < 2T g
2

b) Le taux d’accroissement d’une fonction et les
variations :
Propriété : Soit f une fonction numérique définie sur un
intervalle |

e On dit que f est strictement croissante(croissante) sur |

ssipourtout X, €l et X, €l et X #X, ona
f —f(x f(x)—f(x
X =X, X=X,
¢ On dit que f est strictement décroissante(décroissante) sur
| ssipourtout X, €l et X, el et X, #X, ona

f(xl)—f(x2)<0 (f(xl)_f(xz)go)
X=X, X=X,

» On dit que f est constante sur | ssi pour tout X, € | et

f(xl)_ f (Xz)

X =X,

Xcel et X, #X, ona 0

Exemples : 1)Soit f une fonction tq : f (x)=3x"+2
D, =R

soient X, €R et X, eR tq X #X,
T (X% )=3(X+X,)

a)Soit X, €[0;+0 et X, €[0;+o0]

ona:

Donc X, 20 et X,20 Donc X +X,=0
Donc 3(X,+X,)>0 car 3>-0

Donc T (X,;%,)=3(% +X,)>0

d’ou f que est croissante sur [0; +OO[

b)Soit X, € [-0;0] et X, € |-0;0]

Donc X, <0 et X, <0 Donc X +X,<0
Donc 3(X +X,)<0 car 3~0

Donc T (X,;%,)=3(x +X,)<0

d’ou f que est décroissante sur ]—OO; 0]
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b) résumé : tableau de variation : f (0)=3x0%+2=2

G

S Cx)

— 0 O oo

~.
=

X
2)Soit f une fonction tq: g(X) = il
X+

ona f(x)eRssi x+1#0 ssi x=-1
Donc D, =R—{-1}
soient X, € D, et X, e D, tq X # X,
9(%)-9(x)

X, =X,

X %

ona: T(X;X,)=

X (% +1) =%, (% +1)

9(%)-9(x)= x1+1_x2+1_

(% +1)(x, +1)
) = X =% x 1 _ 1
%) = e 71 %~ (D) oD)

a)sur | = J-o0;—1[
soit X, € |-oo;—1[ et X, €]—o0;-1 X =X,

Donc X, <—-1 et X, <=1 Donc X +1<0 et

X, +1<0 Donc (X +1)(X,+1)>0 Donc

T(X;%,)= =0 sur | =]—o0;—1]

1
(%, +1)(x, +1)
d’ou g que est strictement croissante sur | = ]—oo; —1[
b)sur J = |1 o[
Soit X, € |-L+oo[ et X, € =L+ X %X,
Donc X >=—-1 et X, >—1 Donc X +1>0 et
X, +1>0 Donc (X +1)(X,+1)>0 Donc

T(X;%,)= =0 sur J =]-1;+oof

1
(%, +1)(x, +1)
d’ou g que est strictement croissante sur J = ]—1; +oo[
c) résumé : tableau de variation :

xT —00

f(z)

-1 +o0

i

c) les variations et la parité :

Propriété : Soit f une fonction numérique définie sur un
intervalle | — R" et soit 1" le symétrique de I’intervalle |
Si fest paire alors :

o f est croissante sur | ssi f est décroissante sur |’

o f est décroissante sur | ssi f est croissante sur |’

Si festimpaire alors :

o f est croissante sur | ssi f est croissante sur 1’

Prof/ATMANI NAJIB

o f est décroissante sur | ssi f est décroissante sur 1’

Conséquences :
Si fest paire ou impaire alors il suffit d’étudier ses

variations sur D, MR" et en déduire ses variations sur D

.. 1
Applications: Soit f une fonctiontq : f (x)=x+=
X

1)Déterminer D, et étudier la parité de f

2)Calculer Le taux d’accroissement T (X1; X2) de fentre X,
et X, deux élémentsde D, tq X, # X,

3)Etudier les variations de fsur | = ]O;l] puis sur

J = [l; +oo[

4)En deduire les variations de f sur D,

5)Dresser le tableau de variations de f sur D,

Réponses : 1)ona f(x)eR ssi x=0 Donc

D, =R—-{0} =R"

- Pour tout réel x, si xeR", alors —xeR"

} f(—x)=—x+i=—x—1=—[x+lj

—X X X

f(—x)=—f(x)

Donc f est une fonction impaire,

) f()(1)—f(x2)=£x1+£j—(x2+Xij=xl+l_xz_i

X 2 X X
R0 =X 00X XX (%=X )+ X0 (=) (%%, -1)
X XX, X XX, X XX,
()= a0 Y 1 %6l
XXX, X =% X XX,
a)sur 1 =10;1]

Soit X, € |0;1] et x, € ]0;1]

Donc 0<Xx <1 et0<x,<1 Xx,+1<0

Donc 0=< XX, <1 et X, #X, Donc XX,—1<0 eton
a 0<xX, Donc T(xl;x2)=%2xz_l<0

d’ou f que est strictement décroissante sur | = ]0;1]

bysur J = [1;+o0[

Soit X, € [ZL' +oo[ et X, e[l; +oo[

Donc X, =1 et X,=1 Donc XX,=1 et X #X,
Donc XX, =1 Donc XX,—-1>0

etona 0<xXx, Donc T(xi;xz):%zxz_l>0

d’ou f que est strictement croissante sur J = [1; +oo[
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3) f est impaire et le symétrique de | =]0;1] est I'intervalle
I':[—l; 0[ et le symétrique de J :[1; +oo[ est I’intervalle
J'= ]—oo; —1]

Donc : f est strictement décroissante sur | Donc f est
strictement décroissante sur 1’

f est strictement croissante sur J Donc f est strictement

croissante sur J'
5) le tableau de variations de f sur D,

1
f =1+==2
(x)=1+7
T —00 —] 0 1 oo
Variations —2 \ /4
defe) | O\ N,
1

f(-1)=-1--=-2
(-1)=-1-1
V) Les extremums d’une fonction numérique

1)Définitions :

I, | M=)

maths - inler

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle
ouvert | etsoitael

> Direque f (a) est une valeur maximale de fsur | (ou
f (a) estun maximum de fsur | ) ssi pour tout que X € |
f(x)<f (a)
> Direque f (a)est une valeur minimale de f sur | (ou
f (@) estun minimum de fsur 1 ) ssi pour tout X e :
f(x)=f (a)
2)Exemples
1° Soit f une fonction numérique tq: f (x )=5x*+3
D, =R
Onapourtout X e R x*>0 Donc 5x°>0 car 50
Par suite 5x°+3>3 etona f (0)=3

>

Donc pour tout X e R f (x)=f (0)

Prof/ATMANI NAJIB

d>ou f (0)=3 estun minimum de f sur R
2° Soit g une fonction numeériquetq: g (X )=—4x*+1
D, =R etOnapourtout x eR x?>0

Donc —4x 2 <0 car -4<0
Par suite —4x > +1<1 etona g (0)=1

Donc pour tout X e R g (x)<g(0)

d>oit g (0)=1 estun maximum de g sur R

3)Propriétes :
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle

ouvert | =[a;b] (a etb dans R)etsoit C el

> Si festcroissante sur [a;c] et décroissante sur [C;b]
alors f (C)est une valeur maximale de fsur |

> Si f est décroissante sur [a;C] et croissante sur [c;b]

alors f (C)est une valeur minimale de f sur |

xZ a

AN

C

T a C

fle)
7N

b

flx)

Application : Soit f une fonction numérique tq :
f (x)=-4x*+4x +5

1°a) montrer que f (X )=6—(2x —1)2 pour tout X € R
b) montrer que f (x )<6 pourtout X R

2° calculer : ¢ (1j et en déduire les extrémums de f sur R
2

Reponses: 1°a)ona D, =R
6—(2x —1)" =6—(4x*—4x +1)

=6—4AX*+4x —1=—-4x?+4X +5
Donc : f (X)=6—(2X —1)2

b) Donc pourtout X € R ona (2X —1)220
Par suite —(2x —1)2 <0 donc 6—(2x —1)2 <6
Donc pour tout X e R f (x)<6
2°ona f (1]=6—(2x1—1] =6-(1-1)" =6

2 2
on a pour tout X € R 6—(2x —1)2 <6 alors

1

—| pourtout X e R
f (x)<f (2] p

Donc f (;j =6 est un maximum de fsur R
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V1) Etude et représentation graphique des fonctions
X ——ax’

Soit f une fonction numériquetq: f (x)=ax?

avec aeR”
1°ona f est une fonction polynébme donc D, =R

2° Pour tout réel x, si xeR, alors —xeR

f (—x)=a(-x )2 —ax ?

f(—x)=f(x)

Donc f est une fonction paire,

Donc il suffit d’étudier la monotonie sur | :[O; +oO[

3° soient X, €[0;+o0[ et X, €[0;+o0 tq X, # X,
f(x,)-f (Xz):axlz—axzz :a(xl—xz)(x1+x2)

T (XX,)=
(XIXZ) X1 =X, X1=X, X, =X,

Donc T (x;x,)=a(x,+X,)

liércas:sia>0

Ona: X, €[0;+c[donc x, >0 et X, €[0;+9[ donc x, >0
Donc X, +X, >0 et puisque X, # X, Donc X; +X, >0
Etona: a>0 doncsur [0;+oo] T (x;;x,)>0

Et alors f est strictement croissante sur [0; +oo[

et puisque f est une fonction paire alors f est strictement
décroissante sur ]-o0; 0]

Tableau de variations de fsi a >0

T |—o0 0 +00
+00 +00
f(z) ~. 0/

2iércas:sia<0

Ona: X, € |-»;0]donc x,<0 et X,e]-;0] donc x,<0
Donc X, +X, <0 et puisque X, # X, Donc X, +X, <0
Etona:a<0 doncsur [-0;0] T (x;;x,)=<0

Et alors f est strictement décroissante croissante sur [O; +oo[

et puisque f est une fonction paire alors f est strictement
croissante sur |—0; 0]

Tableau de variations de fsi a<0

xT —00 0 —+00

Fy| 0

+00 +00

4° Représentation graphique

Définition : dans un Repére orthonormé (O;T; J )Ia courbe

. . . f 2 *
représentative de la fonction X —>aX ™~ avec a e R
s’appelle une parabole dont les éléments caractéristiques

Prof/ATMANI NAJIB

sont son sommet qui est 1’origine du repére et son axe de

symétrie qui est I’axe des ordonnées

Sia<0
Sia>0

- N W s 0 oo N o>
N e

b b Nd b oAb A

t t t t
-2 -1 1 2

Exemples

1
1° Soit f une fonction numériquetq:  f (x )= EX 2

1
D, =R etOnaa:E>O

Donc : Tableau de variations de f

T |—0C 0 +00
+00 +co
f(z) ~. 0/

2 3

X 0
f(x) 0 2 %

NP

I\?eprésentation graphique :

-

1
2° Soit f une fonction numériquetq: f (x )= -5 2

D, =R

1
Onaa= _E < 0 Donc : Tableau de variations de f

T | =00 0 +00
0
flz) TN

+00 +00
X 0 1 1 2

2

1 1

f(x) 0 -2 -2 -2

Représentation graphique :
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V1) Etude et représentation graphique des
fonctionsx ——ax > +bx +c
1)Formules du changement d’origine du repére

Soit W (a;ﬂ) un point dans le Repére (O;T;T) et M un
point du plan et
M (x;y ) les coordonnée de M dans le repére (O;f;T)

M (X Y ) les coordonnée de M dans le repére (W ;T;T)
OnaOM =xi+yj et WM =Xi+Y | et

OW =ai + 8]

WM =WO +OM =-OW +OM Donc:

Xi4Y j=—ai-fj+xi+yj=(x-a)i+(y-p)]

Y —y sont des formules du changement de

I’origine de repére

2)Etude et graphe de x——ax® +bx+c
Propriétés : 1° Soit f une fonction numérique tq :
f (x)=ax?+bx +c

AvecacR" etbeRetceR

1°Ona f estune fonction polynéme donc D, =R

{X =X -«
Donc

2° Pour tout réel x € R on peut écrire sous la forme :

f (x):a(x +:_a]2 A

da
Avec A =b®—4ac et s’appelle la forme canonique de
f (x) On pose a=—;—a et ﬂ=—%
Alors f (x)=a(x —a)2+,8 cad
f (x)-B=a(x —a)2
3°Onaf (x)=y onpose Y =y - et X =X -«
etsoitW («; ) Alors:
Dans le repére (W ;T;T) la courbe(C, ) de f est

d’équation Y =aX ® donc c’est une parabole de sommet
W et son axe de symétrie est I’axe des ordonnées

Conséquences : 1° Dans le repére (O;f;T) la courbe

(C, ) c’est une parabole de sommet W («; ) et d’axe de
symeétrie la droite X =«

2° Les variations de f
Sia>0
s —i o
J(a) H\,ﬂ el
Sia<0
an —o oo
flay| 5 N

Exemples : 1° Soit f une fonction numérique tq :
f(x)=2x?-4x -2
ona f est une fonction polynéme donc D, =R

Onaa=2eth=-4 etc=—2(f (x )=ax? +bx +c)

b 4 A 32
Donc g=——=—-—=1¢et f=—-=— - _
2a 2x2 4a 4x2
Pour tout réel x € R on peut écrire sous la forme :
b)Y A )
f(x)=a|x+— | —=2(x-1) -4
()=a(x 435 |~ =2(x-)

(f (1)=2-4-2=-4)
Soit W (1,—4) Donc dans le repére (0;?;?) la courbe

(C, ) c’est une parabole de sommet W (1;—4) et d’axe de

symétrie la droite X =1
Tableau de variations de f

Onaa=2>0 donc:

T

S(x)

— OO

1 —+-oo

~

w (1, —4)
2° Soit g une fonction numérique tq :
g (x)=—%x2+2x +1

ona g est une fonction polyndéme donc D, =R

Onaa:—% eth=2etc=1(g(x)=ax’+bx +c)

b =—_2 -2 et ﬂz_ﬁz_

4a

442 4
-2

Donc pour tout réel x € R on peut écrire sous la forme :

g(x)=a(x+%j2 A_ Ly oy
(9(2)=—%(2—2)+3=3j

4a 2
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Soit W (2;3) Donc dans le repére (O;T;j?) la courbe (Cg)
¢’est une parabole de sommet W (2; 3) et d’axe de symétrie

la droite X =2
Tableau de variations de f

Onaa:—%<0 donc : T |—00 g +o0
@ N\
| y ‘\\
/ \

VI11) Etude et représentation graphique des

fonctions : X ——» 2> (a e}R*)

X

Soit f une fonctiontq : f (x )
1) La parité de la fonction: Ona f (x )eR ssi x=0
Donc D, =R’
- Pour tout réel x, si xe R", alors —x e R"
a a
f (—x -
_f(x)=2
(=)

X

=—f (x)

Donc f est une fonction impaire,

2) Les variations de la fonction :soient X, € R" et

X,eR'tqg X, #X, ona:T (Xl;xz):f (x)=f (x,)
X1 =X3

a_a
X, X ax, —ax -a(x,-x,) -a
T(x,:X,)= 1 2 _ 2 1 — 1 "2) _
(1 2) X, =X, (Xl Xz)(xlxz) X1X2(X1_X2) XX,
a)sur | =R™

Soit X, e R™ et x, e R™ x # X,

Donc X, >0 et X, >0 Donc XX, >0
1

—>0

X1X2

liércas:sia>0

Donc

4 20 doncsur | =R™ T (x4;x,)=<0
X1X2

Donc

Et alors f est strictement décroissante sur | = R*™
Prof/ATMANI NAJIB

et puisque f est une fonction impaire alors f est strictement

décroissante sur J = R*
[Tableau de variations de fsi a >0

0

T
Riércas :sia<0

>0 doncsur | =R™ T (x;;%,)>0

—00 +0C

.

Donc

X lX 2
Et alors f est strictement croissante sur | = R™
et puisque f est une fonction impaire alors f est strictement

croissante sur J = R™
[Tableau de variations de fsi a<0

r | —o% 0 +oo

o |

3) Représentation graphique

—

Définition : dans un Repére orthonormé (0; T; J )Ia courbe

. . . a .
représentative de la fonction x ——» — avec a € R
X

s’appelle une hyperbole d’équation y = 2 dont les éléments
X

caractéristiques sont : son centre de symétrie qui est I’origine
du repére et Ses deux asymptotes qui sont I’axe des
abscisses et I’axe des ordonnées

sia>0 sia<0

4

Exemples : Soit f une fonction numérique tq :

2

f(X)=;
X 0] 112] 3
f(x) 2 |1 %

| =
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IX) Etude et représentation graphique des fonctions
ax +b

cx +d

homographique : X —— a=0 et c=0

ax +b
1)Soit f une fonctiontq : f (x )= il

ona f R
cx +d (x)

. . d
ssi cx +d #0 sSI x #——

C

2)Pour tout X e D; :

f(x)== +b =a(x +%) ZE(X +%_%+%)
cx +d c(x +%) c x+%
bc —ad bc —ad
f (x):g 1+—&c c?

_a
x+% _C+x+%

On pose a=-9 et p=2 et 7=—detf avec
c c

CZ

a
C
1)Résumeé et propriété : Soit f une fonction
ax +b
homographique tq : f (x )=
cx +d
a=0 et cx0et ad —bc#0

oPOUI’XER—{—d—} ona f(x)=p8+ Y dite

detf =

b
‘:ad—bc
d

c X —«a
forme réduite de f (x )
Avec o=-3 et p=2 et yz_detf avec
c c c

detf =‘a b‘:ad—bc
c d

* SoitW (e; ) Donc dans le repére (W ;T;T) I’équation
de (C, ) esty ZXL avec Y =y —fB et X =x —a donc

(C; )est une hyperbole de centre W et d’asymptotes 1’axe
des abscisse et I’axe des ordonnées
e dans le repére (O ] ) (C, ) est I’hyperbole de centre

W et d’asymptotes les droites d’équations respectives
X=aey=p

a b
Conséquences : 1liér cas : si detf = y =ad -bc >0

C

Tableau de variations de f :
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a

F(x)

7

b
2iér cas : si detf :: =ad —bc <0

d

Tableau de variations de f :

a

S

()

~

Exemples 1: Soit f une fonction numérique tq :

-2X +1
Fx)= 2% —4

ona f(x)eRssi 2x—4=0 ssi x #2
Donc D; =R—{2}
Si x eR—{2} ona

—2x +1 2r —4
—2x+4 1
-3
(2% —4)—-3 —(2x — B -3
( (x)- (x-4)-3_—~(x-4) -3 _ 1+l
2X —4 2X —4 2X —4 X -2

f (x)+1:ﬁ

X =2

Onpose a=2 et f=-1 etsoit W (2;—1)

e Donc dans le repére (W ;T;T) I’équation de (C ) est

-3
Y :X_A avec Y =y +let X =x -2 donc (C, )est

une hyperbole de centre W et d’asymptotes les droites

d’équations respectives X =2 et Y =-1

-3
e Tableau de variations X —>% (‘% < 0)

T | =00 0 +o0
2|1-1] 0] 1]2] 3] 4
1 % -1 5 % 3
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Exemples 2: Soit f une fonction numérique tq :

2x +1
: (X): X -1

ona f(x)eRssi x-1£0 ssi x #1
Donc D, =R—{1}
Six eR—{1} ona:
2x +1

—2x+2

3
e Tableau de variations de X —>X— (3>-0)

—0o0 0 +00

fx)

{x =0
Ona

N

{x =1
donc
y=2

N

2x +1
X -1

e Donc le tableau de variations de X ——>

— 00 1

N0

e Représentation graphigue

—+o00

Prof/ATMANI NAJIB

x=1

Exemples 3: Soit g une fonction numérique tq :

g(x) x_i(2

onag(x)eR ssi x—2#0 ssi x #2
Donc D, =R -{2}
Si x eR—{2} ona

- -1(x-2)-2 -1(x-2) - -
g(x):X: ( ) = ( )+ 2:—1+ 2
X -2 X =2 X -2 X —2 X =2
) _
X)+1l= ssi Y +l=——
g( ) -2 y X —2
X—-2=X X=X +2
On pose c
{y +1=Y {y =Y -1
_X i
= ssi Y =—
y X =2
-2
e Tableau de variations de X —)X— (-2<0)
r [—x 0 40
fa) A
X =0 X =2
On a donc
{Y = {y =-1
—X
e Donc le tableau de variations de X —>n
@& — 0 2 o0
S (x) et pal

e Représentation graphigue
http:// xriadiat.e-monsite.com 15
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-1/3 -5/3

Un cas particulier : équation f (x )=m et inéquation

f(x)=m

X) Applications : Position relative de courbes,
interprétation graphique d’équations et
d’inéquations

Le but de ce chapitre est de pouvoir déterminer par le
calcul, entre 2 courbes, quelle courbe se situe au- dessus
de I’autre et sur quel(s) intervalle ().

1) Position relative de deux courbes et intersection

Soient (C, ) lacourbe représentative de f et (Cg) la

courbe représentative de g .
On peut établir les relations suivantes :

M (x;y)e(C,)ssiy =f (x)

M (x;y)e(Cg)ssi y =9(x)

Aux points d’intersection de (C, )et de (Cg),ona
M e(C,)et M e(Cg)donc rsoit f(x)=g(x)

A retenir :
« les solutions de I’équation f (x ) =g (x )sont les

abscisses des points D’intersection de (C, ) et de (Cg)

« les solutions de P’inéquation f (x )>g (X )sont les

« les solutions de P’inéquation f (x )< g (x )sont les

abscisses des points de (C, )situées au-dessus de (C 9 ) .

y=m

Cr

e Les solutions de I’équationf (x ) =m sont les abscisses

des points d’intersection de (C, )avec la droite d’équation
y=m

e Les solutions de I'inéquation f (x )>m sont les
gbscisses des points de (C, ) situés au-dessus de la droite
d’équation 'y =m .

2) Quelques exercices d’application

Exercicel : Soit la courbe (C )représentative de f telle

que f (x)=x°—4x*+3etladroite (D) déquation
y =—Xx-3

1- Résoudre graphiquement I’équation f (x )=3

2- puis I'inéquation f (x )< 3.

3- Résoudre graphiquement I’équation f (x )=0 et

’inéquation f (X ) >0

Z

4- Résoudre graphiquement I"équationf (X )=-x —3
puis Iinéquation f (x )<—x —3
Réponses : 1) f (X ) =3 La solution est ’ensemble des

antécédents de 3: S ={0;4}

abscisses des points de (C, )situées au- dessous de (C o )

Prof/ATMANI NAJIB
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(X ) = OLa solution est I’ensemble des antécédents de

:{a'l'b}Avec ~1<a<-05et 35<b <4

f ( )20 S =[ai1][bi+eo]

3- (X ) —X —3La solution ’ensemble des abscisses des

points d’intersection de (Cf ) etdeD: Yy =—Xx -3 donc
~ (123

f (x)_—x —3 S =]Jo0;-1]U[2:3]

Exercice2 : Soient f et g les deux fonctions définies sur R

par: f (x)=x"-3x -4 et g(x)=3x +12

1) Tracer Les courbes représentatives (C, ) et (Cg)

2) Résoudre graphiquement et algébriquement 1’équation
f(x)=g(x)

3) Résoudre graphiquement et algébriquement
’inéquation f (X )2 g (X )

4) Trouver les points d’intersection de la courbe (Cf )

avec les axes du repére
Réponses : 1) Les courbes représentatives (C

et (C

+ ) (enrouge)

o ) (en bleu) sont données dans le repére ci-dessous

(O | — o — — —

9(x)
11 suffit de chercher les abscisses des points d’intersection

des courbes (C, ) et (Cg)

2) a) résolution graphique de 1’équation f (X )

Onadonc X =—2 et x =8 donc S ={-2;8}
g(x)

—3X —4=3x +12 ssi

b) résolution algébrique de I’équation f (X )

f(x)=g(x) ssi x°
2 _6x -16=0
a=lethbh=-6 et c=-16

A=b?—4ac =(-6) ~ 4x1x(~16) = 36+64 =100 = (10’

DA g X __b_‘/Z

2a 2a

>0

4 =

Prof/ATMANI NAJIB

_—(-6)++100 _6+10 16

X, = —g et
2x1 2 2
—( —6)—+/100 _6-10_-4_ ,
2x1 2 2

donc S ={-2;8}
3) a) résolution graphique de ’inéquation f (X ) g (X )
La courbe (C, ) est au-dessus de (Cg) si
X € |-o0;—2[ L ]8;+oq
Donc S = ]-o0;—2[ U |8;+o0]
b) résolution algébrique de I’inéquation f (X ) >0 (X )
f(x)-g(x) ssi Xx?—3x —4>3x +12 ssi
—6x -16>0

Lesracinessont: x, =8 et x,=-2
x —00 —2 8 +00
2616 + 0 — 0+
Donc S = |—o0;—2[ U ]8;+o9]

#)a) Intersection de la courbe (C; ) avec I’axe des abscisses

Les points d’intersection C et D de la courbe (Cf ) avec
I’axe des abscisses ont leurs ordonnées nulles, et leurs
abscisses sont les solutions de I’ équation f (X ) =0
f(x)=0 ssi x*-3x —4=0
a=letbh=-3etc=-4

A=b?—4ac =(-3) ~4x1x(~4)=9+16=25=(5)° >0
:—b+\/Z et XZ_—b—\/Z
2a 2a
lz—(—3)+«/£=3+5=§=4 ot
2x1 2 2
(325 _3-5_-2_
2 2x1 2 2

donc les points d’intersection de la courbe (Cf ) avec l’axe
des abscisses sont :
C (—1; O) et D (4;0)
b) Intersection de la courbe (C; ) avec I’axe des
ordonnées
le point d’intersection de la courbe (Cf ) avec I’axe des
ordonnées a une abscisse nulle
gtona f (0)=0>-3x0-4=—-4
donc le point d’intersection de la courbe (C; ) avec I’axe

des ordonnées est : E (—4;0)

« C’est en forgeant que ’on devient forgeron » Dit un proverbe.
C’est en s entrainant régulierement aux calculs et exercices

Que I’on devient un mathématicien
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