Exercices avec solutions : Limite et continuité
Exercices d’applications et de réflexions
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Exercices avec solutions : LIMITE ET CONTINUITE

6) lim XL 5n pose x—Z =h
Exercicel : Déterminer les limites suivantes : N P a4
. X—=
. AIX2+3+1 4
1) lim— 2) lim 2x* + x> —x+4 .
o 2x-l o donc x—- 7 eh-0
_2X+5x2-7x* 3 +8x°-2x°
3 o DM T e tan| h+ 2~
><_H'OOX_:I.OX +14X X—>—0 X _|_2X tan X_l
. . tanx-1
5) lim VXX -X 6) lim tan x H% X_z h—>0 h
X—>+0 XA)Z X_g 4
4 T
J tanh+tan—
2
Solutions:l)limx;ngzg or: tanl h+Z | = 4 _tanh+1
o 2x-1 1 1-tanh

1-tanhxtan”
2) lim 2x3 + x> —=x+4 = lim 2x® = +o0 4

o o tanx—1 . 2 tanh 2
2X+5x2-7x* It —x lim ———=1im X =—x1=2
3) IIm—————=Ilim——=lim—=—0 x>t 7m0 d-tanh 1
x>0 X —10X" +14X7 x40 14X xove 2 4 4
4) lim 3x+8x° -2%° _ lim 2% _ lim-<-0 Exercice2 : (Limites a droite et & gauche)
X——o0 X2+2X6 X——0 2X6 x>0 ¥ (X+l)2

Soit la fonction f : x> ~—~—
5) lim VX' +x-x 2 x2-1

X400
Etudier la limite de fen x, =-1
Ona: limx®+x=+0 donc: limyx*+x =+ 0

o . Solution :Déterminons  lim (x) et X'L"[llf(x) ?
Et XILTO_X:_OO x==1 x=<-1
on trouve une formes indéterminée : "+ 0" VxeR-{-11}
2 2 2
(\/x +X x)(\/x +x+x) Si: —1<x<1: f(x) (x+1)"  x+1

o ) o] x

e yy? N Donc : Iimlf(x)z Iiml—x—+1=0
lim VX2 +x —x= lim = lim 1 o x-1
X—>4o0 X—>400 \/X2+X+X X—>+00 X2 1+E \y 1 5
X Si:x=<-1: f(x)= (x+1) _x+1
|x+1x-1 x-1
. X
= Jim — == or x> donc |x|=x Donc : lim f (x) = lim **1 ~0
[ (“j*x ey x-1
X
| S | . ) donc : XImf(x)=XIer_1lf(x)=Odonc: XIiﬁn_wlf(x)zo
=lim————=lim—== X1 X<-1

o x[ /(1+1j+1j o (1+1)+1 : Exercice3 : Soient les fonctions tels que :
X X

f(X)=v2x+1(-3x" +x) et g(x)= gii;}(\/pl)
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k(x)= ><_(?:<X—+21) et h(x)= Xz;rlsinx

1)Déterminer :

lim f (x) et lim f(x)

X—2 X—+0

2)Déterminer : X"jllg(x) et lei‘gg(x)

limh(x)

x—0

3)Déterminer :

4)Déterminer les limites aux bornes du domaine
de définition de k
Solution :

1)Déterminer : lim f (x) et f(x):\/2X+1(—3x2+x)
Iirr212x+l:5 et Iirr21—3x2+x:—10
Donc : lim f (x) = v6x(~10) = -10V5

lim 2x+1= lim 2x=

Donc : lim v/2x+1 =+
Etona: lim=3x*+x=lim-3x*=—w
Donc : lim f(x)=—
. “2x%+1
o 2) limg(x) ? etg(x)= 7(vx+1)
X—>+0 (X—3)
Ona: lim+/x=+0 donc: |im‘\/;+l=+oo
2
Et lim 241 = lim 22( =-2 donc : lim g(x)=—o
X—>+00 (X—?)) X0 X X—>+0

-2x° +1
(x—3)2 (\/§+1)

Iirr;\/;+1:«/§+1 et Iin;—2x2+1:—17 et

« 2)limg(x) ? etg(x)=

. 2 o _
leir;(x—S) =0" donc : leigg(x)_ 0
3 limh(x) 2
Iimh() lim X2+1sinx
Xx—0 x—0 X X
sin x
Or I|m—_1 et puisque : |IFT(]X2+1=1 et
X
limx2=0"
Xx—0
. X2+1 .
et lim> ;r =+ alors : limh(x)=+x
-0 X Xx—0

4) k(x): X_(?;(ijl) donc : D, :]—oo; O[U]O; 2[U]2;+oo[
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-3x+1 . -3x .. -3

e limk(x)= lim — = lim —-=lim —=0
X—>+o0 X0 X5 — X Xt X X0 Y
. -3x+1 =3x . -3

e limk(x)=lim ———== lim —-=lim —=0
X——0 xa—oox —2X xo== ¥ X0 ¥

e lim-3x+1=1 et I|mx -2x=0

x—0

Etude du signe de : x*—2x

r |—o0 0
z(xz—2)| + ¢

+00

i

Donc : limx*-2x=0" et limx*-2x=0"

x—0" X—0~
Donc : limk(x)=-w et limk(x)=-+o

x—0" x—=0"
lim-3x+1=-5etlimx*-2x=0" et limx*-2x=0"
X2 x—2" X—>2"
Donc : limk(x)=-w et limk(x)=-+xo

x—2" X—2~

Exercice4 : Considérons la fonction f définie

f(x)= X—6x+5, “siLX#1

par : x-1
f(l)=-4

1) Déterminer Df 2)a) lim f (x)

b) Comparer lim f (x) et f(1)

Solution :1) D; =R—-{1}

2)a)
im £ (x) = lim X =5 i CZDOS) ey
x-1 -1 x=1 x-1 x-1 x-1

2) b) lem f(x)=f(1)
On dit que f est continue en x, =1
Exerciceb :Considérons la fonction f définie par

f(x)=x2;—x_12;six¢3et f(3)=7

Etudier la est continuité de f en x, =3

2 —
Solution : ona: f(x)=L312:x+4 D.EC
X_
lemf(x):lxlggx+4:7: f(3)
Alors : legg f(x)="f(3)
Donc :f est continue en x, =3
http:// xriadiat.e-monsite.com 2




Exercice6 : Considérons la fonction f définie

B Jx+1-1

Par : f (x) o~ ,six#Oetf(O):%

Etudier la est continuité de f en x, =0
Solution :

| o1 (\/x 1—1)(\/x+1+1)
I|mf(x):I|m =lim
x50 o0 tanx  xo0 (\/x+1+1)tanx
—lim—x— L =1X£:f(0)

-0 tan X X +1+1 2

Alors : Ixiirgf(x)z f(0)
Donc :f est continue en x, =0

Exercice? : Considérons la fonction f définie
sin(x—2)

Par : f (x)= -

;six#0etx#2et (2)=1)
Etudier la est continuité de f en x, =2
sin(x—2
Solution : Iimf(x):limEM:1
X2 x>2X  X—=2 2
lim f (x)=f (2) Donc :f est continue en x, =2

x—>2

Exercice8 : Considérons la fonction f définie
f(x)= sin(7x)

Par : x—-1
f(1)=m

Slx =1

avec m parametre réel
déterminer la valeur du réel m pour laquelle

f est continue en x, =1

Solution : lim f (x):lims'”(”x)
x—1 x>l x—1

onpose: h=Xx-1 x>1<h->0

i h+1 i
lim f (x) = "mSIn(ﬂ( + )) _ I|m5|n(7[h+7[)
X—1 h—0 h h—0 h
:|imL(”h)ﬁ:_ﬂ

h—0 ﬂ'h

donc f est continue en x, =1 ssi m=-7x
Exercice9 : Considérons la fonction f définie par

f(x):2+xzsin[§j;six¢0et f(0)=2

Etudier la est continuité de f en x, =0

!

Solution : xeR" <1 donc:
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= f(2)Alors :

‘f(x)—z‘:x2 <x2 etona limx*=0
x—0

: (1
sin| =
X

Alors : lim f (x)=2= f(0)

x—0

Donc :f est continue en x, =0
ExercicelO : Soit f définie sur R par :

f(x)=x%si.x<0
f (1)= 2+ X:Si.. x>0

Etudier la est continuité de f en x, =0
i i =i 2=-0=
Solution XILT f(x) XILTX 0=f(0)
donc f est continue a gauche de x, =0

lim f (x)=lim2+x=2= f(0)

x—0" x—0*

donc f n’est pas continue a droite de 0
Etona: lim f(x)= lim f (x)

x—0" x—0"
Donc, la limite en 0 n’existe pas.
Conséquence : f est discontinue en 2

|

|o
Graphiquement : La courbe de f ne peut étre
tracée sur un intervalle comprenant O,

« sans lever le crayon ».

Exercicell : Soit f définie par :

f(x)=3-x%si.x<0

>

2_
f(x)= X 3;si...x>0
2x-1
Etudier la est continuité de f en x, =0
X2-3

Solution : lim f (x) = lim

x—0* x—0" 2X —
donc f est continue a droite de x, =0
lim f (x)=1im3-x2=3=f(0)

x—0" x—0"

donc f est continue a gauche de x, =0
donc f est continue en x, =0
Exercicel2 : Considérons la fonction f définie
2x+1
f(x)=
: ( ) 7—3x
X2+X—-6
f(X)=——F7—
(¥)=—=

L=3=1(0)

1Si.L.X<2

Par
1Sk X =2

Etudier la est continuité de f en x, =2
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_ 2x2+1 5 _
7-3x2 7-3x2

Solution:ona: f(2)

fim 1 (x)  lim 223X =8 _ jjy (X2 2)(x9)
x—2° =20 X—2 x—2° X—2

!Lr!l f(x):XILer+3:5: f(2)

Donc f est continue adroite de f en x, =2
. . 2x+1 5

lim f (x)=1 ==—=5="f(2

xl—g]’ (X) xl—gl 7-3x 1 ( )

Donc f est continue gauche en x, =2
Donc f est continue en X, =2
Exercicel3 : Soit la fonction :

six=1 et f(1)=2

X —
fix—

[x~1
Etudier la la continuité de f en x, =1
Solution : vxe R—{1}

lim £ (x)=lim* " —limx+1=2= f (1)
X_il x—il X—=1 X—Il

donc f est continue a droite de X, =1

. . x2-1 .
|XILT11 f (x)=IX|Lr11—H=IXL711—(x+1)=—2¢ f(1)

x<1 x<1 x>1
donc f n’est pas continue a gauche de x, =1
donc f n’est pas continue en X, =1

On 2dit que f est discontinue en x, =1
Exercicel4 :: Soit la fonction h définie par

x*+1
flx)= —~ T2
(x) X2 +3x+2

1- Déterminer 'ensemble de définition de la
fonction f.
2- Déterminer la limite lim f (x), f est-elle

Xx—>—1

continue en X, =-1?

3- Soit la fonction f définie par :
f(x)=f(x);si.x=-1

{f (-1)=3

a) Déterminer D,

b) Etudier la continuité de la fonction
f en x, =-1 Lafonction f s’appelle un

prolongement par continuité de la fonction de f
en-1
4- Peut-on prolonger f par continuité en a = -2

Prof/ATMANI NAJIB

Solution : 1)
xeD; © X +3x+220< x=-1 et x#-2

Donc : D, =R—{-1-2}

3 X+1)(x* = x+1
2) lim f (x)= lim 1 _ i 8 )
x>-1 oIxE43x+2 o (X+1)(x+2)
2
lim  (x) = lim X X1 _3
x—-1 x>-1 X42

—-1¢ D, donc f n'est pas continue en x, =-1
f(x)=f(x);sl.x=-1

ol (0=
f(-1)=3

b) XIi%r771lf(x)=3= f(-1)

donc: D, =R—-{-2}

donc f est continue en x, =-1

. : x°+1
4) lim f (x)=lim —?
) () x>-1 X% 4+ 3X + 2

lim x*+1=-7

x—>-2%

lim x*+3x+2=0" donc: lim f(x)=-+w

x—>-2" x—>-2"

Donc on ne peut pas prolonger f par continuité
ena=-2

Exercicel5 : Soit f une fonction définie par

f(x)= 1_(;05)( Donner un prolongement par

continuité de la fonction f en x, =0

. . . 1-cosx . 1-cosx
Solution : Ilmf(x):llm =lim xx=0
X—0 x—0 X X—0 X2
. 1-cosx 1
Car : lim ==
x—0 X2 2

Donc La fonction f définie par :
f(x)=f(x);si.x=0

o

Est une prolongement par continuité de la

fonction f en x, =0

Exercice 16 : Etudier la la continuité
des fonctions suivantes :

1) h(x)=+/x2+x+3 2) g(x)—m

 X2+2x-3
3) t(x)=tanx

Solution :1)h(x)=+/x2+x+3

X2+ x+3Est continue sur R car ¢’est une
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Fonction polynébme Soient - f:X_)l—cosx

r et g:x—sinx

de plus (Vx € R)( x2+x+3=0) X2
(Son discriminant A est négatif) . . 1-cosx T .
. Puisque : lim 7 == gestcontinue sur R

Donc h est continue sur R G 2
2) g(x)= X+—X6est continue sur : Donc continue en x, = 7 do

X2+2x-3 2

- 00 — - + o0 -

] = =,=3[ e.tsur] 3,1[.et sur |1, +eo[. Ilmsm( COS X j n(
3) La fonction t est continue sur tous le x>0
intervalles de la forme : |-n/2+ kr ;m/2+ kn|
(OukeZ) 2) puisque : lim z
Exercice 17 : Etudier la la continuité o
des fonctions suivantes : Et la fonction : X — cosx continue en =

1) f(x)=cos(2x2—3x+4) [x—1
donc: lim cos[;r i1 =cosz=-1
X . 1 X—>+0 +
2 = /— 3) h(x)=
) 9(%) 1+sin2x ) h(x) sm( J

x2+1 Exercicel9 : Déterminer les limites suivantes :
Solution :1) Soit f une fonction définie par 1) Imcos(”tan xj 2) lim sin[ﬁxz_4x+3j
f (x)=cos(2x2—3x+4) X0 X0 42 +7
Montrons que f est continue sur R 3)Iimsin\/7
Puisque les fonctions : f,:x —2x2-3x+4 et x>0 1-cosx
f, :x—cosx sont continues sur R Solution :1) lim rtanx . 7wtanx x

x-0  3x x->03 X 3

Et fy(R)c=R alors: f =f,of, est continue et Puisque : x — cos x est continue sur R

sur R
2) Soit g une fonction définie par

g(x)= /1 — Montrons que g est continue sur | jimcos manx)_ (7)1
+5in2x x—0 3x 3) 2

. T
Donc continue en x, = 3 donc:

R* Ona: D, =[0;+o0[ et Puisque la fonction : 2) lim ne—Ax+3_ w7
X 4 X—>+00 Ax2+7 x—>+0 4 x2 4
0,: x—>— est continue sur R" et . . .
1+sin et Puisque : x —sinx est continue sur R
0,(R")=R"et g, :x—>+/x sont continue sur R* | ponc continue en x, = donc :

Donc: g =g,0g9, estcontinue sur R*

e . [ X2—4X+3 T 2
_ _ donc: limsin| ———— |=sin—=—
3) h(x):sm( - J est continue sur R car xien ax2+7 4 2
. 3)ona: imi=%%X L gonc : lim2—* 4
2 1 ’ . = — . =
X — X2+1est continue sur R et ne s’annule pas o0 %2 0 x50 1— cOS X
surRdonc: x— est continue sur R . 2x2 .
X2+1 donc : lim =2: x—>\/§est continue en 4
1 x-0 \ 1—cos X
et (Vx € R) (2—€ R) et sin est continue sur R 2
x?+1 donc : limsin =sin2 car : x —sinx est
Exercice 18 : Déterminer les limites suivantes : x>0 1-cosx
continue en 2
.. [1-cosx . x-1
1) limsin 7| 2)limcos| z,[—
x—0 X2 X—>400 X+1

Solution :1)
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Exercice20 :Le graphe ci-contre est le graphe
de la fonction f (x)=x2+2x

Déterminer graphiquement les images des
intervalles : [-1,2] , [0,2] ; |-1,0]

[2,+oo[ ; ]—oo,l]

Solution :Graphiguement en a : f( 12]): -1,3]

f([0.2])=[-10] f(J-1o])=[0.9]
f([2,+oo[):[0,+oo[ (]—oo 1]) =[L 4]

Exercice2l : Soit f une fonction définie par

2X—3
f(x): X+1

Déterminer les images des intervalles suivants :
0T [-2,-11-1, 1] 5 [2, +<[
Solution : D; =]—o0;—1[ U ]-1;+o0

2 -3 .
1 =2+3=5>0 donc : f continue et

strictement croissante sur les intervalles ]—oo; —]{

et ]-1L+oo[ doncona: f([O;l])z[f (0); f (1)] { -3 —1}

2

f[=2-1)=| F(=2)ilim f (x) =[7;4]

x—>-1
x<-1

f(l21])= ]"ﬁljgx); f (1)] - }_w; -?1}

x-=1

f([2 +oo[):{f (2);lim f (x){ :E;Z{

X+

Exercice22 : Montrer que I'’équation :

4x3 —3X—% = 0admet une racine dans chacune

des intervalles suivants : }_1;_%{; }_%;o{et Jo;q

Prof/ATMANI NAJIB

Solution : on considere la fonction : g tel que
g(x) =4x° —3X—%
e Ona: g estestcontinue sur sur R (car c’est

une fonction polynéme) donc continue sur tout
intervalle de R

o Etona: g(—l):—E et g[—%j:% donc :

2

g[_%jxg(—1)<0 donc :d’apres le (T.V.I)
S 1
il existe o e}—l,—z[tel que: g(e,)=0
1 1 1
Etona: -——etgl-=|==donc:
° 9(0) 2 g( 2} 2
g(_%)xg(0)<0 donc :d’aprées le (T.V.l)

il existe a, e}—%;O[ tel que : g(e,)=0

o Etona: g(O):—% et 9(1):% donc :

g(1)xg(0)<0 donc :d'apres le (T.V.I)
il existe a, €]0;1[tel que : g(e;)=0

donc I'équation : 4x® —3X—% =0admet 3 racines

différentes dans chacune des intervalles:

1. | 1 .
[l
Exercice23 :Montrer que I'équation :
X*+x+1=0
Admet une racine unique dans ]-1,0[
Solution : on considere la fonction : f tel que
fOX)=x>+x+1
e On a:festestcontinue sur sur R (car c’est
une fonction polynéme) donc continue sur
0]
e ona: f(-1)=-1et f(0)=1donc:
f(1)x f(-1)<0

o f'(x)=3x*+1>0 sur |-10[ donc f strictement

croissante sur |-1;0[

http:// xriadiat.e-monsite.com
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Donc : d'apres le (T.V.l) 'équation f(x) =0
admet une solution unique dans ]—L‘ 0[

Exercice24 : Montrer que I'équation : cos x = x
Admet au moins une racine dans intervalle :

I=[0;7r]
Solution : COSX=X<>CosX—X=0
On pose : f(x)=cosx—x

e On a:festestcontinue sur sur R (car C'est la
différence de deux fonctions continues) donc

continue sur | =[0; 7]
e ona: f(r)=-1-z<0 et f(0)=1donc:
f (0)>< f (7[) <0
Donc : d’aprés le (T.V.])
il existe a €]0;z[tel que : f(a)=0
Exercice25 : Montrer que I'équation : 1+sinx =X
Admet au moins une racine dans intervalle :

_| 7.2z
2" 3
Solution : 1+sinXx=x<1+sinx—x=0

On pose : f(x)=1+sinx—x

e Ona:festestcontinue sur sur R (car c’est la
différence de deux fonctions continues) donc

. [ﬂ Zﬂ}
continue sur | = —_,—
2 3

)\ 4-rx

eONAa: f(—}=—>0 et
2 2

f(z—”sz<0 donc : f(szf(z—”j<O
3 6 2 3

Donc : d’aprés le (T.V.])

L 2

il existe « e}%;?ﬂ{tel que: f(a)=0
Exercice26 : on considere la fonction : f tel que
f(x)=x*+x-1

1) Montrer que I'équation : f(x)=0 admet une

solution unique o sur R
2) Montrer que I'équation : f (x)=0 admet une

solution unique « € ]0;1

3) étudier le signe de f(x) sur R
Solution :

Prof/ATMANI NAJIB

1)a)On a : f est est continue sur R (car c’est
une fonction polynéme)

b) f'(x) =3x*+1>0 sur R donc f strictement
croissante surR

cjona: f(R)=f (]—oo;+oo[)=}|im fi(x);lim f (x){
=]0+0[ €tona: 0ef(R)

donc d’aprés le (T.V.l) 'équation) I'équation
f(x) = 0 admet une solution unique « dans R
1) on a f est est continue sur[0;1] et
f(0)xf(1)<0 ( f(0)=—1 et f(1)=1)

et f strictement croissante sur[0;1]

Donc : d’apres le (T.V.I) 'équation f(x) =0
admet une solution unique dans « €]0;1]

3) étudions le signe de f(x) sur R

lcas:si x<a alors f(x)< f(a)(car f strictement

croissante surR
Donc f(x)<0 (car f(a)=0)

2cas :si x2a alors f(x)x f(«)(car f strictement
croissante surR

Donc f(x)>0 (car f(a)=0)

Exercice27 : Soit f la fonction définie par :

X—3
9=

1) Montrer que la fonction g la restriction de f sur
intervalle | = ]—2;+oo[ admet une fonction

réciproque g 'définie sur un J qu'il faut

déterminer.
2) Déterminer g™ (x) pour tout x de I'intervalle J
. X—3
Solution : 1) f (x)=—— D, ={xeR/x+2#0
) f(x) )  ={xe }
D, =R-{-2}
f'(x)_[x__?,j' B (x=3) (x+2)~(x=3)(x+2) 1(x+2)-1x(x-3)
X+2 (x+2)2 (x+2)2
(1) = >0
(x+2)
T O —2 —+oC
S) + +
S 1/+'X 7%/1
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puisque g est strictement croissante et continue
sur: | =]-2;400
donc g admet une fonction réciproque g ‘définie

sur 3 =g(1)=g(}-2 )= -]
2){9()’) =X - {y_gl(x)

yel xeg(l)
g(y)=x y—-3
=X y-3=x(y+2
{ye]_2;+w[©y+2 ©y-3=x(y+2)
< Y-Xy=2X+3 < y(1-x)=2x+3
_ 2x+3 " 2X+3
o Y= 1_y boncy (x)= Ty
97" 1 ]-oo ) — |-2; 400
Donc :
1y 2X+3
x— g7 (x)= 1y

Exercice 28: Soit f la fonction définie sur
| :[%;HD{ par: f(x)=+2x-1

1) Montrer que la fonction f admet une fonction
réciproque f ‘définie sur un J qu'il faut
déterminer.

2) Déterminer f(x) pour tout x de l'intervalle J

3)Représenter (C, ) et (Cf,l) dans le méme

repére orthonormé (0, I, j)

Solution : 1) D, —[%,—i—oo[:
1 2 1
VXE}—;+OO‘: ! :( 2X — 1): X— = ! >O
2 — 2x 1
1/2 o
Fr) +
/_,\\
S //,,/"’ -
Donc : f est strictement croissante et continue

L2+
sSur: | —;+oo| =1
2

donc f admet une fonction réciproque f

définie sur J = f(I)= f(B;+ooD:[0;+oo[
2){f(y)=x<:>{y—fl(x)

yel xe f(l)

Prof/ATMANI NAJIB

o J2y-1l=X 2y -1=x

X2 +1

2

y € [0;+00]

{f(y):x

<:>2y:x2+1c>y=

X2 +1

2

1 1
f Z[O;+oo[—>{§;+oo{
x*+1

2

3) (Cf,l) et (C, ) sont symétriques par rapport &
(B) y = x

Donc f 7 (x) =

Donc :

x— f7(x)=

4
3]
2

*

> lor 2 3

Exercice29 : Résoudre dans R les équations
suivantes :

1) xX°=32 2)x'=-128 3) x*=3 4) x’*=-
Solutions :1) x> =32 donc x>0
x=3%32 < x=%2° = x=2 donc: S={2}

2) x" =-128 donc x<0
Donc : X=-{128 < x =
Donc : S ={-2}

3) x!=3< x=43 ou x=-43
Donc : s ={-4/3;4/3}

4) x°=-

Ona x*>0 et -8<0donc S=a
Exercice30 : simplifier les expressions

suivantes :1) (3/5)3 2) %/%
3) A= J_( ) + 33512 + J_

32 <316 <34 <2
4) B =
/256

2" o x=-2
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1 5

2 2
9 4 2
5) ¢ - (27)° X(Sl)“ 9" 6y by ><122870200000

33
7) E:M 8 FZ%/Zngx(\/J_E)
V{128 ia

Solutions :1) (3/5)3 =2 ==y
2) A:@—(@)7+\3/@+%:5/27—2+W+§/§

A=2-2+R2°+3/32=2-2+2+2=4
3)B=§/§X%X‘G/ZX1\5/§:§/§X5/2_4><\6/2_2X1{J/§

Y256 /256
4)
o4 2 1 4 11 2
o TaEdindt Padadatt 2 0L
1\5/_8 8 8
2 215 215
2 1 5 2 L s 2
5) . (27)5 x(81)4 x9?2 (38)e x(3) x(3%)2 33 x3 x5
C= v - 17 = 17
33 33 33
20
33 20 17 3
C = = 3 3 3 = 33 = 31 = 3

5 5 7 6 6
6) ng/z 128000000 _ [2°x2'x10 =§/£le2 _
27 (33)

6
3 Y

3 3
7)
E_ é/ixx/g B Q/Ex /23 B 10/22 ><1o/215

ks W2 2
_ 10/217 _ 1950 _

X

Q/Z \/gx(\/\/—g)z 43><82><{

8) F: = T
N !
4
i1 2 2 3 2 s 3 2
1 7
F:43><Sj><24=23><2§><24=2§+5+T§:25
46 26
1
2+= =
F=2"3=22x23=432
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Exercice31 : comparer : 5/5 et 1/5
Solutions : ona : "Ux" =

B ="¢3° —%243 et §/§=7X{3/2_7=3\5/@
Ona: %243 > %128 car 243>128

Donc : 1/§ > 5/5

Exercice 32 : résoudre dans IR :

1) ¥3x-4=2 2) (%) -5Yx+6=0
Solutions :1)
PBrd=2(Px4) =(2) 3x-4=32
< x=12 donc: S ={12}

2) (W)Z—SQ/;+6:O on pose : x =X
L’équation devient : X* —-5X +6=0

A=b? —dac =(-5) —4x1x6=25-24=1>0

= _b_\/Kz

2a

X, = =3 et x,

2a
Donc:g/;=3 ou Ix=2

Donc: x =243 ouXx =232
Donc : s ={32;243}
Exercice 33 : calcules les limites suivantes :

1) Iirr21\5/x3+24 2) lim3Ix°+2x° - x+4

2

3 _ 3 _
3) lim X1l g fim X =2
x—0 X Xx—8 X—8
3 —
5)|imJ2x+6 Jx+3 6) lim Jx+1
x—1 Xx—-1 X—me
4f.,2
7Y lim =L
x—1" X—l
Solutions :

1)Iirr;3/x3+24=§/23+24=\5/8+24=§/§=§/2—5=2
2) 1im 35° +2x° —x+4 = lim x¢ = Y400 = +o0

3 _ "
3) fim X+t 1:(9J FI
x—0 X 0

Ona: -4/ =(a- e +abt)
_ (3X+l—l)((€/mr+lxé/m+lz)
m X((M)z +1><3/m+12)
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i i (1) -7 ~lim Kl
X 'y (M)ZHXMW) HOX((M)ZHXMHZ)
=Ilim 1 = : -2
x>0 (m)z +1><%/me12 C1+1x1+1 3
4) lim 3/5__2 =(%)H FI
Ona:a’-b’ :(a—b)(a2 +ab+b2)
lim¥X=2 _jim () -2
x—>8 X —8 Xﬁg(x_g)((é/;)z—f—in/;—i—Zz)

X—8 . 1 1

=lim 5 =—

x_’8(x—8)((3/;)2+2><§/;+22) HS(Q/;) +oxx+a 12

5)"mi’/2x+6—\/x+3_Iim\3/2x+6—2_\/x+3—2
x—1 X—1

x—1 x-1 x-1
. 2X+6-8 X+3-4
=lim

= (X—l)((?/ﬁ)2 +2x§/ﬁ+22)_(x-1)(m+2)
_lim 2 1 1 -1

C(U2xr6) +2x¥oxr6420 Vx+3+2 4 12

6)
x+1

x—>+oo 3[ 2 _ x—>+oo 2

(x+1)
x —2

X—)+oo

(x 1)(x+1)

(X 1)(x-1) x_>1+\/g=+oo

climx+1=2et limx-1=0"

x—1" x—1

Car

Exercice34 : simplifier les expressions
3/1024 x §/3200000

/64 < Y252 x 18
2) a)comparer : ¥4 et 43
b) comparer : 328 et J13

c) comparer : /23 et %151
Solutions :1)

suivantes :1) A=

Prof/ATMANI NAJIB

_ 31024x5/3200000  32° x¥/2°x10°
4/6_4><€/\/252 X\/ﬁ {1/2_6X£/\/2_8X\/2X32
10
A l23 >;2><lO _-20

24 x 23 x3x 22

) a)comparaison de : ¥4 et 43
ona "Ux" =x

etona: 43 =935 =243 et Y4 ="4* =256

donc ¥4 > 43 car 256> 243

b)comparaison de : 328 et 13

ona 328 = §28% = §/784 et

J13 =413 =213 = 2197

on a $2197 > §/784 car 13 > 328

b)comparaison de : ¥/151 et3/23

§/23 =¥[23° = %2167

Donc: i/ﬁ >1\5/15_1

Exercice35 :1) Rendre le dénominateur rationneg

32 1 !
\/_ 2 Ya+32+1 Y2-35
1
Y25 +310+34
2) Déterminer les limites suivantes :
a) lim XX 3 V8x+l b) lim 3/x* +1-x
x—1 \/__ X—>+0o0
Solutions :1)
\/3_\/_ on utilise : a*-b* =(a-b)(a’ +ab+b’)

3\/§($/§2+2ﬂ§+22) 3ﬁ(wz+m+zz)
(2/5—2)(%2+2€/§+22): 02 -2

3&(%/53+2€/§+22) ﬁ(wuz@zz)

a= = —

-6 2
1 21
4+\/§+1 ( )(3/?+3/§><1+12)
p- 21 5
oy
1 322 + 32 x5 + 352

2B (2357 + 235+ )

10
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1 \/_+\/§><\/_+\/_2 §/Z+§/E—I—§/£

CEET ({8 3
1 1
25+ 0+ V4 Y5+ 2B+ Y
(5[ 236+ ) (36 (42
-2
3
2) a) IXLT \/?\/__‘ Sx+1 on utilise :

a’-b* =(a-b)(a’ +ab+b’)

:"m(Jx+3—J3x+1)(Jx+3+\/3x+1)(€/ﬁ+d§x1+12)
L (BB (-1) (e + o+ 2)

" -2(x-1)(dﬁ+2/§x1+1) ="m-2(ﬁ+ﬂ§x1+1)=__6=__3

" (et |(B) -p) 7 (resebet) 22
b)

lim 3¢ +1-x=lim

X—+0 X+

(\3/x3 +1—x)(3 (x3 +1)2+x3 4 1xl+ X2)

g/(x3+1)2+x3/x3+1x1+ X2

lim3x*+1—x= lim ! =0

X X g/(x3+1)2+x§/x3+1><1+ X2

Exercice36 : Déterminer la limite suivante :
i 20042
x>l 2X2+X—3
Solutions :
On sait que a‘-b*=(a-b)(a’+a’h+ab’ +b*)
a’-b*
a’+a’b+ab” +b’
Par suite :(Vx € R+)(Vy € Rx+)

Nl X—y

Il enrésulte: a—b=

Y20x2-4-2 i20x2-4-4h6
2X2+X-3 2X2+X-3
20x2-4-16

(2x2+x—3)(\/(20x2 4 \/ZOXZ 4+m+r)
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20(x+1)

(2x+3)(\/(20x2 4) +{(202-4) 4+ 4f200—4)16 + $h6° )
4 p— p—
Donc ; lim¥2x‘—4-2_1

-l 2x24+x—-3 8
Exercice37: 1)simplifier les expressions

4F <35 (46
suivantes : A= \/g

ot B_\/§x\/ 33><\/_
481\ VB

2) Résoudre dans R I'équation :

2 1
a) Yx—-1=3 b) x® —-7x3-8=0
c) Vx—-3x-12=0
2)Déterminer les limites suivantes :
a) lim Yx®+x*+1 b) i 1\/_ 1
X—>+00 X—>. X_
c) lim sin x
=0 Yfx+1-1
Solution :
Azle/g_sxg/gx(s/gf=(35)15><(32)3X[35] dhhd
E/g 35 35
I .
A==——==-3° =35 = (%)
35 3s
1 1 1
5 _ B~ 333X@_(32) (3“) ~ 35x3
/8L x\[\/3 (34) «(3)s (34) <(3)s
32 3 4 1 341 14 HZ
B= :32X35X(3)’§:3258:38 5 — 340 40
4 1
35 %(3)e
23
B=3% =43*
3
2)a) Ix-1=3(P-1) =3 & x-1=27
<x=28 donc: S={28}
2 1 1?1
b) x3—7x3—8=0c>(x3 —-7x3-8=0

1

onpose: x3=X donc: X?-7X-8=0
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A=b? —dac =(-7) —4x1x(-8)=49+32=81>0

74916 pop 79 2
2x1 2 2x1 2
1 1

Donc: X3 =8 ou x3 =-1
1
x® =—1 n’a pas de solutions

1 1\°

x3:8<:>£x3) =(8)’ & x=512
Donc : S = {512}
c) Vx-¥x-12=0 ona x>0

Jx=¥x-12=0 8¢ -8x* —12=0

on pose : W:X donc: X*+X?%*-12=0
on remarque que 2 est racine de cette équation

donc: X°+X?—-12=(X -2)(X*+3X +6)

X34+ X?-12=0< X =2 ou X2+3X+6=0
A=-15<0 donc X*+3X +6=0 n'a pas de
solutions

Donc: X =2 x=2<x=2°=64

Donc : S ={64}
2) a) I|m U +x%+1= lim \/— +00
Yx -1

lim

onaa’-b’=(a- b(a2+ab+b2)

x>l x—=1

)
oy 51 (X)) raxdicer)

x>l x —1 ol (X_l)((é/;)2+l><3/;+12)

_ ((35)'-2] ) x-1
e (9) e etfiert) (o) (40) 4 ax ¥

. X -1 . 1
lim =lim = ==
2 3

H 3 2 3 2
C)"m sin x smx(<\/x+1) +1><\/x+1+1)

x—0 3 = xl~r>r0] 2
Yx+1-1 (\3/x+1—1)((\3lx+1) +1><\3/x+1+12)
sin x((\3/x+1)2+1x\3/x+1+12) sin x((\3/x+1)2 +1x\3/x+1+12)
=lim =lim
x-0 (3 X+1)3 _(1)3 x-0 X

i 2
= Iingw((3 x+1) —|—1><\3/X+1—|—12)=1><3=3
X X
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Exercice38 : Considérons la fonction f définie
par : f (x):xcosl; six#0 et f(0)=0

X
1)Etudier la continuité de f en x, =0

2) Etudier la continuité de fsur les intervalles
]0;+oc[ et ]—o0;0[ et est ce f est continue sur R

o
ol

et puisque : I|m|x| 0 et lim—|x|=0

x—0

3) lim f(x) Solution : 1)xe R’ <1

5
COS| —
X

X) <X

donc : |X| <|x| donc: <|x|

donc : —|x|< f (

Alors : leLT(}f(x): =f(0)

Donc :f est continue en x, =0

. 1 ,
2)on a la fonction : f,:x — = continue sur les
X

intervalles ]0;+o[ et |-;0[ et les fonctions :
f,:x—>cosx et f,:x— x sont continués sur les
intervalles ]0;+oo[ et ]—o0;0[

Donc: f = f,x(f,o f,) estcontinue sur les

intervalles ]0;+oo[ et |—o0;0[
Et puisque : f est continue en x, =0

Alors f est continue sur R
3) lim f(x) ?

X—>+00

.1 .
lim ==0 et x —cosx est continue en x, =0

X—>+0 X

Donc lim cos1 =cos0=1

X—>+00 X

lim x =4

X—>+00

Et puisque :

) 1
Alors lim xcos—= = +oo

X—>+0 X

Exercice39 : soient f et g sont deux fonctions
définies sur R tels que f est bornée et g continue
sur R ;Montrer que fog et go f sont bornées

sur R
Solution :1) f est bornée sur R donc il existent
deux réels met M tel que : VxeR

m< f(x)<M
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Donc: f(x)e[m;M] vxeR
Donc: g(f(x))eg([mM]) vxeR

et puisque g est continue sur R alors
g est continue sur [m;M ] donc il existent deux

réels aet b tel que g([m;M])=[a;b]
donc g(f(x))e[ab] wxeR

donc a<g(f(x))<b vxeR

donc a<(gef)(x)<b vxeR

Donc go f sont bornée sur R

2)la fonction g est continue sur R donc :
g(R)=1 avec I unintervalle de R

et puisque f est bornée sur R Donc :
f(y)e[mM] vyel

Donc : f(g(x))e[mM] vxeR
Donc: m<(feog)(x)<M WxeR
Donc fog sont bornée sur R

Exercice 40: Considérons la fonction f continue
Sur l'intervalle [a;b] et x, et x, et x, des

nombres de l'intervalle [a;b]

Montrer que I'équation :
3f (x)=f(x)+f(x)+f(x) admet au moins

une solution dans [a;b]

Solution :
On considéré la fonction g définie sur [a;b]par

9(x) =31 ()~(1 (%) T (1)  (x)

la fonction g est continue sur l'intervalle [a;b]
soit f () le plus petit des nombres f(x,); f(x,)
; (%) et soit f () le plus grand des nombres
F(x); f(x)et f(x)

Ona: g(a)=3f(a)-(f(x)+f(x)+f(x))
0(a)=(1 () 1 () (1 ()~ )+ (a)- ()
Donc : g(a)<0

De méme : ona: g(B)=3f(8)-(f(x)+f(x)+f(x))
o(a)=(1(8)- (1)) +(1(8)- £ () (1 ()~ ()

Prof/ATMANI NAJIB

Donc : g(f)>0

et puisque g est continue sur[a;b]

Donc : d’aprés le (T.V.1) il existe un réel C dans
[a;b] tel que : g(C) =0

Cad 3f (c)=f(x)+f(x)+f(x)

Donc I'équation 3f (x)= f (x )+ f (x,)+ f(X,)
admet au moins une solution dans [a;b]
Exercice4l : soient f et g sont deux fonctions
continues sur[a;b] tels que :

0<g(x)<f(x) vxe[a;b]

Montrer que :

L eR’ /Vxe[ab];(1+4)g(x)< f(x)
Solution : Montrons que :

L eR’ /Vxe[a;b];(1+4)g(x)< f(x) Cad:

J1eR’ /Vxe[ab];A< f(x)

On considéré la fonction h définie sur [a;b] par

h(x) =m—lla fonction h est continue sur
9(x)

lintervalle [a;b]car f et g sont continues sur

lintervalle [a;b]et g(x)=0 Vvxe[a;b] Donc la

fonction h admet un minimum A Cad il existe

X, €[a;b] tel que :

Azh(xo):%—l et A<h(x) Vxe[a;b]

. f(%)
Ona: 0<g(x)=< f(x) donc O<m—1
donc: AeR’ donc:

21 eR’ /Vxe[ab];(1+4)g(x)< f(x)

Exercice 42: Considérons la fonction f continue
Sur l'intervalle [a;b] tel que : f(a)<0

il existe x, € Ja;b[ tel que : f(x,)= a-X
b-X,

Solution :

Ona: f(x)=r—2e(b-x)f(x)-(a-%)=0
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On considéré la fonction g définie par :
g(x)=(b—x) f(x)—(a—x) ;lafonction g est

continue sur l'intervalle [a;b]car c’est la somme
de fonctions continues sur [a;b]

Ona: g(a)=(b—a)f(a)<0 car f(a)<0

Et b-a>0 etona: g(b)=b-a>0

Donc : d’aprés le (T.V.1) il existe x, € Ja;b[ tel

que : g(x,)=0 cad f(xo):z:z"
0

Exercice 43 :Soit la fonction f (x) =x>+x+1

définie sur R.

1- Déterminer J = f([0,1])

2- Montrer que f admet une fonction réciproque
de J vers [0,1] et déterminer ™ (x) ¥xeJ
Exercice 44 :Soit la fonction g(x)= X — 24/%
définie sur R",

1- Montrer que g est strictement croissante sur
[1, +oo[ puis déterminer ] = g([1, +[)

2- Montrer que g admet une fonction réciproque
de J vers [1, +=[et déterminer g~ (x) ¥xeJ

X

— X2
Montrer que h est une bijection de] — 1,1] vers
un intervalle J qu’il faut déterminer et déterminer
et déterminer h™ (x) VxeJ

Exercice 46 :

Exercice 45 :Soit la fonction h(x)= 7

1. Résoudre dans R I'équation: Ix-x=0
2. Résoudre dans R I'équation :
Yx-5¢x+6=0

3. Résoudre dans R I'inéquation :
Yx—1-Yx-2~1

Exercice 47:

1. Résoudre dans R : x* =16

2. Résoudre dans R : (x-1)’ =27

C’est en forgeant que [’on devient forgeron » Dit un
proverbe. C’est en s entrainant régulierement aux
calculs et exercices Que [’on devient un

mathématicien ‘ﬁ
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